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チェビシェフの微分方程式の別解   

The Other Solutions of Chebyshev Differential Equation 
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  Abstract 

  In the previous paper, the differential equations of the fundamental style of Chebyshev 
polynomials were discussed. In this paper, other solutions of the differential equations which 
contain inverse trigonometric function are discussed. 

 
 
１． 序 論 

手代木と勝間 [2017] において、第一種および第二種のチェビシェフ多項式基本型の 

微分方程式を定義し、その性質を議論した。本稿ではそれらの微分方程式の別の解を検討する。 

 
 
２． チェビシェフ多項式とチェビシェフ多項式基本型 

 ２．１ 第一種のチェビシェフ多項式と第一種のチェビシェフ多項式基本型 

すでに知られているように、 ) cos ( cos  fN  の cos  を x  と書き直した式  )(xTN  が、 

第一種のチェビシェフ多項式で、 )(xTN  の各項に係数 γ  を掛けて、係数 γ  と x  との積が 

N  次となるように誘導された多項式が第一種のチェビシェフ多項式基本型 )( 0 xTN  である。 

例えば、  cos 5cos 20cos 165 cos 35    から  xxxxT  5 20 16)( 35
5   で、 

xγxγxxT 4325
5 0  5 20 16)(   である。 
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チェビシェフの微分方程式の別解 

同様に、 1cos 18cos 48cos 326 cos 246    から 1 18 48 32)( 246
6  xxxxT  で、 

624426
6 0  18 48 32)( γxγxγxxT   である。 

 

２．２ 第二種のチェビシェフ多項式と第二種のチェビシェフ多項式基本型 

すでに知られているように、 ) cos (sin ) 1 (sin  gN   の中 の ) cos ( g  の cos  を x  と 

書き直した式 )(xU N  が第二種のチェビシェフ多項式で、 )(xU N  の各項に係数 γ  を掛けて、 γ  と  

x  との積が N 次となるように誘導された多項式が第二種のチェビシェフ多項式基本型 )(0 xU N である。 

例えば   ) cos 6cos 32cos 32 ( sin 6sin 35    から xxxxU  6 32 32)( 35
5   で、 

xγxγxxU 4325
50  6 32 32)(   である。同様に 

 ) 1 cos 24cos 80cos 64 ( sin 7sin 446   から 1 24 8064)( 246
6  xxxxU で、 

 624426
60  24 8064)( γxγxγxxU   である。 

 
 

３． チェビシェフ多項式基本型の微分方程式 

 ３．１ 第一種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式 

手代木と勝間 [2017] で述べたように、第一種のチェビシェフ多項式基本型 )( 0 xTN の微分方程式は

次式で表される。 
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 ３．２ 第二種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式 

手代木と勝間 [2017] で述べたように、第二種のチェビシェフ多項式基本型 )( 0 xU N の微分方程式は

次式で表される。 
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４． チェビシェフ多項式基本型の微分方程式の別解 

 ４．１ 第一種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式の別解 

 まず新しい多項式基本型 )(xVN 0  を )( ) ()( 1
2
1

22 xUxγxV NN  0 0  と定義する。 

この関数の一階微分、二階微分を求め、 

)}(   ' )( ) ( { ) ( ' )( 11
222

1
22 xU xxUxγxγxV NNN 


 0  0    0  
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これらの値を第一種のチェビシェフ多項式の微分方程式に代入すると、次のようになる。 
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ただし最後の式の誘導のために )(10 xU N  が第二種のチェビシェフ多項式の微分方程式、 
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の解であることを利用した。ここから、 )(xVN 0  が第一種のチェビシェフ多項式の微分方程式の解に 

なっていることが判明する。 

N=1 から N=12 までの )(xVN 0  は次のようになる。 
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チェビシェフの微分方程式の別解 
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この )(xVN 0  を θγx cos  とおいて整理すると、 

)cos(sin )(sin ) cos ( sin  ) cos (  )( 1
1  

γ
x Nγθ Nγ θ  γU θ γ θ  γVxV NN

NNN


  0 0 0  

が得られる。ただし 2
1

22 ) ( xγ   に θγx cos  を代入する場合、正をとって θ γ sin    とした。 
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この )(xVN 0  を θγx cos  とおいて整理すると、 
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γ
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1

22 ) ( xγ   に θγx cos  を代入する場合、正をとって θ γ sin    とした。 
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以下同様である。 

そこで別の関数  ) cos( cos 1

γ
xNyT

 も第一種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式の解と 

なるかを検討する。 t
γ
x
1cos  とおくと、 tγx     , tN yT  cos)(cos   となるので、 

t 
 tN

γ
N

dx
dt

dt
dy 

dx
dy y TT

T sin
)(sin ' 

  である。この式をもう一度微分して次式を得る。 
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2222
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さらに 2

2
2 1sin

γ
xt   を利用して、次式が得られる。 

0   ' 
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2

22

2

 TTT y
γ
Ny

γ
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γ
x  

上の式は第一種のチェビシェフ多項式基本型 )(xTN 0  の微分方程式 

0 )(   ' )(   
 

   " )(  ) 1 ( 2

2

22

2

 xT
γ
NxT

γ
xxT

γ
x

NNN  0 0 0  

の )(xTN 0 の代わりに Ty  を代入した式となっているので、 Ty  が第一種のチェビシェフ多項式基本型 

の微分方程式の解になっていることが解る。この  ) cos( cos 1

γ
xNyT

  は θ
γ
x
1cos  と 

おくと ) ( cos θ NyT   となり、 )( 1) ( cos ) cos( cos  
1 xT

γ
θ N

γ
xNy NNT 0   となる。 

すなわち、 Ty  と )(xTN 0 は係数が異なるだけで、本質的に同じ関数である。 
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チェビシェフの微分方程式の別解 

前述したように、  )cos(sin   )( ) ()( 1
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2
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22  
γ
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NN


  0 0 なので、 

        N
NNNN γxUxγxTxVxT 22

1
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さらに次式が得られる。 
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この式は次のようにも導入できる。 
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ただし最後の式の導入のために、手代木と勝間 [2017] で報告した、
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すなわち )( xTN0  と  )(xVN 0 だけでなく、その積である  )(  )( xVxT NN  00  もまた第一種の 

チェビシェフ多項式基本型の微分方程式の解となっている。 
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チェビシェフの微分方程式の別解 
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すなわち、 )(xA N 0  や )(xBN0  も第一種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式の解となって 

いるが、これらの関数は )(xTN 0  や )(xVN 0  と独立ではない。また次式が成立する。 

        N
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)( xA N0  と )(xBN0  は正負の符号をつけた )(xTN 0  や )(xVN 0 で表され、さらにその積は 

2
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 00 00  となっていて、やはり第一種の 

チェビシェフ多項式基本型の微分方程式の解となっている。 

 

４．２ 第二種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式の別解 
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  0  0  と定義する。 
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チェビシェフの微分方程式の別解 

この関数の一階微分、二階微分を求め、  
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これらの値を第二種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式に代入すると、次のようになる。 
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ただし )(1 0 xTN  が第一種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式の解であることを利用した。 

0 )(  1)(  ' )(   
 

   " )(  ) 1 ( 12

2

1212

2




  xT
γ

NxT
γ
xxT

γ
x

NNN  0 0 0  

ここから )(xWN  0  が第二種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式の解になることが解る。 

)( ) ()( 1 
2
1

22 xTxγxW NN 


  0  0  を下にまとめる。 

)  18 48 32 () ()(

) 5 20 16 () ()(

)  8 8 () ()(

)  3 4 () ()(

)  2 () ()(

6244262
1

22
5

43252
1

22
4

42242
1

22
3

232
1

22
2

222
1

22
1

γxγxγxxγxW

 xγxγxxγxW

γxγxxγxW

xγxxγxW

γxxγxW





















 0

 0

 0

 0

 0
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チェビシェフの微分方程式の別解 

この関数の一階微分、二階微分を求め、  

)}( ' )( ) ( {) ( ' )( 11
222

3
22 xT xxTxγxγxW NNN 


  0  0   0  

)}( ) 2 (                                                  

 ' )( ) ( 2  " )() {() (" )(

1
22

1
22

1
2222

5
22

xTxγ

xTxγxxTxγxγxW

N

NNN











 0 

 0  0   0  

これらの値を第二種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式に代入すると、次のようになる。 

0)}( 1)()(   " )( ) ( {) (

)(  2)(  ' )(  3   " )(  ) (   

1
2

11
222

1
22

22








xTNxT xxTxγxγ

xWNNxWxxWxγ

NNN

NNN

 0  0  0 

 0 0 0

 

ただし )(1 0 xTN  が第一種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式の解であることを利用した。 

0 )(  1)(  ' )(   
 

   " )(  ) 1 ( 12

2

1212

2




  xT
γ

NxT
γ
xxT

γ
x

NNN  0 0 0  

ここから )(xWN  0  が第二種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式の解になることが解る。 

)( ) ()( 1 
2
1

22 xTxγxW NN 


  0  0  を下にまとめる。 

)  18 48 32 () ()(

) 5 20 16 () ()(

)  8 8 () ()(

)  3 4 () ()(

)  2 () ()(

6244262
1

22
5

43252
1

22
4

42242
1

22
3

232
1

22
2

222
1

22
1

γxγxγxxγxW

 xγxγxxγxW

γxγxxγxW

xγxxγxW

γxxγxW





















 0

 0

 0

 0

 0
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) 11 220 1232 2816 2816 1024 () ()(

) 50 400 1120 1280 512 () ()(

) 9 120 432 576 256 () ()(

)  32 160 256 128 () ()(

 )  7 56 112 64 () ()(

1038567492112
1

22
10

1028466482102
1

22
9

836547292
1

22
8

826446282
1

22
7

6345272
1

22
6

 xγxγxγxγxγxxγxW

 γxγxγxγxγxxγxW

 xγxγxγxγxxγxW

γxγxγxγxxγxW

xγxγxγxxγxW





















 0

 0

 0

 0

 0

 

) 13 364                                          

 2912 9984 16640 13312 4096 () ()(

) 72                                          

 840 3584 6912 6144 2048 () ()(

12310

588694112132
1

22
12

12210

486684102122
1

22
11

 xγxγ

xγxγxγxγxxγxW

γxγ

xγxγxγxγxxγxW













 0

 0

 

この )(xWN  0  を θγx cos  とおいて整理すると、 

) (cossin 

}cos ) 1{( cos

sin 
} ) 1{( cos

sin 
) cos ( 

) cos (  )(
1

1

1

γ
x

γ
xN

γ
θ

θNγ
θγ

 θ γT
  θ γWxW NNN

NN













 0

 0 0  

と書くことができる。そこで第二種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式のもう一つの解を 

) (cossin 

} cos ) 1( {sin 
 )(

1

1

γ
x

γ
xN

xyU



  と仮定し検討する。 

t
γ
x
1cos  とおくと、  

t
 t N yU sin 
} )1( {sin 

 となるので、まず一次微分は次式となる。 

] 
sin

 cos} )1( {sin
sin

} )1( {cos)1( )[1(' 32 t
t t N 

t
 t N  N

 γ dx 
dt 

dt
dy y U

U





  

後に使用するために上の式を整理して次式を得る。 
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チェビシェフの微分方程式の別解 

UUU y
t
t

 γ 
y

t
t t N 

 γ 
y

t
 t N  N

 γ 






 232 sin

 cos1 '
sin

 cos} )1( {sin1 '
sin

} )1( {cos)1( 1
   

さらに二次微分は次式となる。 

]  ' 3)2( )[ 
sin
1(  cos  ' 3)2( )[ 

sin
1(       

]  
sin

cos} )1( {sin3                                                

sin
 cos} )1( {cos)1(3)2( )[ 

sin
1(       

]  
sin

cos} )1( {sin3
sin

} )1( {sin                                   

sin
 cos} )1( {cos)1(3

sin
} )1( {sin)1( )[ 

sin
1("

2222

3

2

222

3

2

2
2

22

UUUU

U

U

yxy NN
t γ

 tyγy NN
t γ

t
t t N 

t
t t N  Ny NN

t γ

t
t t N 

t
 t N 

t
t t N  N

t
 t N  N

t γ
y





















 

右辺を移項して整理すると次式が得られる。 

0)2( ' 3 ")1 (

)2( ' 3 ")cos1 ()2( ' 3  "sin

222

2

22
2

22
2














UUU

UUUUUU

y
γ

 NNy
γ

xy 
γ
x 

y
γ

 NNy
γ

xy t y
γ

 NNy
γ

xyt   

 

以上の結果から Uy  が第二種のチェビシェフ多項式の微分方程式の解になっていることが判明した。 

さらに  Uy  に θ
γ
x
1cos  を代入して整理すると 

 ) ( 1) cos ( 
sin 

}  ) 1( {sin 

) (cossin 

} cos ) 1( {sin 
 )( 0

1

1

 xU
γ

 θ U
θ

θN

γ
x

γ
xN

xy NNNU 










となり、 
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チェビシェフの微分方程式の別解 

UUU y
t
t

 γ 
y

t
t t N 

 γ 
y

t
 t N  N

 γ 






 232 sin

 cos1 '
sin

 cos} )1( {sin1 '
sin

} )1( {cos)1( 1
   

さらに二次微分は次式となる。 

]  ' 3)2( )[ 
sin
1(  cos  ' 3)2( )[ 

sin
1(       

]  
sin

cos} )1( {sin3                                                

sin
 cos} )1( {cos)1(3)2( )[ 

sin
1(       

]  
sin

cos} )1( {sin3
sin

} )1( {sin                                   

sin
 cos} )1( {cos)1(3

sin
} )1( {sin)1( )[ 

sin
1("

2222

3

2

222

3

2

2
2

22

UUUU

U

U

yxy NN
t γ

 tyγy NN
t γ

t
t t N 

t
t t N  Ny NN

t γ

t
t t N 

t
 t N 

t
t t N  N

t
 t N  N

t γ
y





















 

右辺を移項して整理すると次式が得られる。 

0)2( ' 3 ")1 (

)2( ' 3 ")cos1 ()2( ' 3  "sin

222

2

22
2

22
2














UUU

UUUUUU

y
γ

 NNy
γ

xy 
γ
x 

y
γ

 NNy
γ

xy t y
γ

 NNy
γ

xyt   

 

以上の結果から Uy  が第二種のチェビシェフ多項式の微分方程式の解になっていることが判明した。 

さらに  Uy  に θ
γ
x
1cos  を代入して整理すると 

 ) ( 1) cos ( 
sin 

}  ) 1( {sin 

) (cossin 

} cos ) 1( {sin 
 )( 0

1

1

 xU
γ

 θ U
θ

θN

γ
x

γ
xN

xy NNNU 










となり、 
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結局  
) (cossin 

} cos ) 1( {sin 
 ) ( 

1

1

0

γ
x

γ
xN

γ xU N
N




 となる。 

すでに述べたように  )( ) ()( 1 
2
1

22 xTxγxW NN 


  0  0  から 

        1)2(22222222
1 ]  )(   )(   [) ( )( ) ( )(     
  N

NNNN γxUxWxγxUxγxT 0000  

となり、この結果は次式からも誘導される。 

)  ( 
 

) 1 ( 

  ]  
) (cossin 

   [                                            

] 
) (cossin 

}cos ) 1{(sin 
  [] 

) (cossin 

}cos ) 1{( cos
  [  } )( {} )( {

22

1)2(

2

2

2
2

1

2

1

1

2

1

1

22

xγ
γ

γ 
x 

γ

γ
x

γ

γ
x

γ
xN

γ

γ
x

γ
xN

γxUxW

NNN

NN
NN

























0 0

 

また )cos (sin  )( 1  
γ
x NγxV N

N
 0  を利用して、  )(  )(1 xWxV NN  0 0  を計算すると、 

2
 )(

) (cossin  2

 }cos )1( 2 sin{
 )(  )( 12

1

1

12
1

xU

γ
x

 
γ
x N

γxWxV NN
NN








 


 0

 0 0  

この式は )( ) ()( 1
2
1

22 xUxγxV NN  0 0  と )( ) ()( 1 
2
1

22 xTxγxW NN 


  0  0  を利用して、 

2
 )(

 )(  )( )(  )( 12
10 1

xUxTxUxWxV N
NNNN


  0

 0 0 0  としても導入できる。 

このことから ) ( 0  xU N  、 )(xWN  0  、および  )(  )( )(  )( 10 1 xTxUxWxV NNNN    0 0 0  は 

第二種のチェビシェフ多項式基本型の解となっている。 

さらに、次の  )(0 xCN も 第二種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式の解となっているが、 

1110



チェビシェフの微分方程式の別解 

) ( )
2

1 ( cos)(  )
2

1 (sin   
) (sin cos

} sin ) 1( {sin 
 )( 0

1

1

0  xUπNxWπN

γ
x

γ
xN

γxC NN
N

N 













 0  

となり、同様に次の  )(0 xDN も 第二種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式の解となっているが、 

) ( )
2

1 (sin )(  )
2

1 ( cos  
) (sin cos

} sin ) 1( { cos
 )( 0

1

1

0  xUπNxWπN

γ
x

γ
xN

γxD NN
N

N 













 0  

となるので、  )(0 xCN や  )(0 xDN は )(xU N0  や )(xWN 0  の関数になっている。 

また次式が成立する。
)  ( 

   } )( { } )( {  } )( {} )( { 22

1)2(
2222

xγ
γxUxWxDxC

N

NNNN 




0 0 00  

N の値と  )(0 xCN 、  )(0 xDN の結果を下にまとめる。 

 )(                                                 )(                              10

)(                                                  )(                                 9 

)(                                                    )(                                 8 

)(                                                   )(                               7 

)(                                                 )(                               6 

  )(                                                 )(                                 5 

)(                                                   )(                                 4 

)(                                                   )(                               3 

)(                                                 )(                               2 

)(                                                  )(                                  1 

 
) (sin cos

} sin ) 1( { cos
 )(     

) (sin cos

} sin ) 1( {sin 
 )(

1010

99

88 

7 7

66

5 5

44 

3 3

22 

11

1

1

0
1

1

0

xUxW

xWxU

xUxW

xWxU

xUxW

xWxU

xUxW

xWxU

xUxW

xWxU

γ
x

γ
xN

γxD

γ
x

γ
xN

γxC            N N
N

N
N

00

00

00

00

00

00

00

00

00

00
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チェビシェフの微分方程式の別解 

) ( )
2

1 ( cos)(  )
2

1 (sin   
) (sin cos

} sin ) 1( {sin 
 )( 0

1

1

0  xUπNxWπN

γ
x

γ
xN

γxC NN
N

N 













 0  

となり、同様に次の  )(0 xDN も 第二種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式の解となっているが、 

) ( )
2

1 (sin )(  )
2

1 ( cos  
) (sin cos

} sin ) 1( { cos
 )( 0

1

1

0  xUπNxWπN

γ
x

γ
xN

γxD NN
N

N 













 0  

となるので、  )(0 xCN や  )(0 xDN は )(xU N0  や )(xWN 0  の関数になっている。 

また次式が成立する。
)  ( 

   } )( { } )( {  } )( {} )( { 22

1)2(
2222

xγ
γxUxWxDxC

N

NNNN 




0 0 00  

N の値と  )(0 xCN 、  )(0 xDN の結果を下にまとめる。 

 )(                                                 )(                              10

)(                                                  )(                                 9 

)(                                                    )(                                 8 

)(                                                   )(                               7 

)(                                                 )(                               6 

  )(                                                 )(                                 5 

)(                                                   )(                                 4 

)(                                                   )(                               3 

)(                                                 )(                               2 

)(                                                  )(                                  1 

 
) (sin cos

} sin ) 1( { cos
 )(     

) (sin cos

} sin ) 1( {sin 
 )(

1010

99

88 

7 7

66

5 5

44 

3 3

22 

11

1

1

0
1

1

0

xUxW

xWxU

xUxW

xWxU

xUxW

xWxU

xUxW

xWxU

xUxW

xWxU

γ
x

γ
xN

γxD

γ
x

γ
xN

γxC            N N
N

N
N

00

00

00

00

00

00

00

00

00

00
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 )(0 xCN と  )(0 xDN は正負の符号をつけた ) ( 0  xU N  や )(xWN  0 で表されることが解る。 

 

４．３ 第二種のチェビシェフ多項式基本型に類似した関数の微分方程式 

第二種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式の解を上に述べたが、その解に非常に良く似ている 

関数で、しかも第二種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式の解とならない関数が存在する 

ことが解ったので、ここに詳述する。それらの関数を下にまとめる。 

) (cos cos

} cos ) 1( { cos

1

1

γ
x

γ
xN

yE



        

) (cos cos

} cos ) 1( {sin 

1

1

γ
x

γ
xN

yF



    

    

) (sinsin 

} sin ) 1( { cos
 

1

1

γ
x

γ
xN

yG



         

) (sinsin 

} sin ) 1( {sin 

1

1

γ
x

γ
xN

yH



  

ただし、これらの関数は相互に関係づけられ、例えば Gy  は次のようになり、 

FE

G

yπNyπN

γ
x

γ
xNπN

γ
x

γ
xN

y
























)
2

1 (sin )
2

1 ( cos       

) (sinsin 

} cos ) 1(
2

1 { cos

) (sinsin 

} sin ) 1( { cos
 

1

1

1

1

 

Hy  は次のようになる。 
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チェビシェフの微分方程式の別解 

FE

H

yπNyπN

γ
x

γ
xNπN

γ
x

γ
xN

y
























)
2

1 ( cos)
2

1 (sin         

) (sinsin 

} cos ) 1(
2

1 {sin 

) (sinsin 

} sin ) 1( {sin 

1

1

1

1

 

以上から Ey  と Fy  の微分方程式を決定すればよい。 

まず Ey  であるが、すでに述べた ) cos( cos  )( 1
 γ

xNγxT N
N

0  と θ
γ
x
1cos  を利用して、 

xγ
xT

x
γ

γ
xT

γ
x

γ
xN

y NNE
1 

)(
  

)(

) (cos cos

} cos ) 1( { cos
1 

1
1 

1

1




 







NN 00   から 

)()(  1 xE xyxγxT NE
N

N 0 0   のような )( xEN0  を考え、その微分方程式を検討する。 

まず )(1 xT N0  の一階微分、二階微分を求め、 

)( ' )(' )(   1 xExE xxT NNN 0 0 0      ' )( 2  " )(" )(   1 xExE xxT NNN 0 0 0   

この結果を  )(1 xT N0  の微分方程式に代入する。 

0)()2(  ' )( ) 2 3 ( " )( ) 1 ( 

)()1(  ' )(    " )( ) 1 (   

 2 2

2

 2

2

1 2

2

1 21 2

2







 

xE x
γ
NNxE

γ
xxE

γ
x x

xT
γ

NxT
γ 
xxT

γ
x

NNN

NNN

0 0 0 

000

  

以上から  0)()2(  ' )( ) 2 3 ( " )( ) 1 (  2 2 2

2




 xE
γ
NNxE

x γ 
xxE

γ
x

NNN 0 0 0  となる。 

この式を第三種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式と呼ぶことにする。 
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チェビシェフの微分方程式の別解 

FE

H

yπNyπN

γ
x

γ
xNπN

γ
x

γ
xN

y
























)
2

1 ( cos)
2

1 (sin         

) (sinsin 

} cos ) 1(
2

1 {sin 

) (sinsin 

} sin ) 1( {sin 

1

1

1

1

 

以上から Ey  と Fy  の微分方程式を決定すればよい。 

まず Ey  であるが、すでに述べた ) cos( cos  )( 1
 γ

xNγxT N
N

0  と θ
γ
x
1cos  を利用して、 

xγ
xT

x
γ

γ
xT

γ
x

γ
xN

y NNE
1 

)(
  

)(

) (cos cos

} cos ) 1( { cos
1 

1
1 

1

1




 







NN 00   から 

)()(  1 xE xyxγxT NE
N

N 0 0   のような )( xEN0  を考え、その微分方程式を検討する。 

まず )(1 xT N0  の一階微分、二階微分を求め、 

)( ' )(' )(   1 xExE xxT NNN 0 0 0      ' )( 2  " )(" )(   1 xExE xxT NNN 0 0 0   

この結果を  )(1 xT N0  の微分方程式に代入する。 

0)()2(  ' )( ) 2 3 ( " )( ) 1 ( 

)()1(  ' )(    " )( ) 1 (   

 2 2

2

 2

2

1 2

2

1 21 2

2







 

xE x
γ
NNxE

γ
xxE

γ
x x

xT
γ

NxT
γ 
xxT

γ
x

NNN

NNN

0 0 0 

000

  

以上から  0)()2(  ' )( ) 2 3 ( " )( ) 1 (  2 2 2

2




 xE
γ
NNxE

x γ 
xxE

γ
x

NNN 0 0 0  となる。 

この式を第三種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式と呼ぶことにする。 
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N = 1 から N = 10 までの 
x

xTxE N
N

)(
)( 1 

 
 0

0  は次のようになる。 

  8 8 )(

                                         3 4)(

  2)(

4
23

22

2

x
γ xγxxE

γxxE

x
γ xxE







30

20

10

 

102846648210

10
83654729

82644628

8
634527

624426

6
4325

4224

 11 220 1232 2816 28161024)(

 50 400 1120 1280512)(

 9 120 432 576 256)(

 32 160 256 128)(

       7 56 112 64)(

 18 48 32)(

                           5 20 16)(

γxγxγxγxγxxE 

x
γ xγxγxγxγxxE 

γxγxγxγxxE

x
γ xγxγxγxxE

γxγxγxxE

x
γ xγxγxxE

γxγxxE















100

90

80

70

60

50

40

 

 

さらに Fy  は直接微分して検討する。 t
γ
x
1cos  とおいてまず一回微分して次式が得られ、 

] 
 cos

1
sin 

} )1cos{()1(
 cos

1  )[1(                           

] 
cos

sin } )1sin{(
 cos

} )1cos{()1( )[
sin 
1(' 2

F

F
F

y
t

 
t

 t N N
t

 
 γ

t
t t N

t
 t N N

t γ dx 
dt 

dt
dy y












 

ここからまず FFFF yyxyyt  γ
t

 t N N 


  '  'cos 
sin 

} )1cos{()1(  が得られる。 

さらにもう一回微分して整理すると次式が得られる。 
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チェビシェフの微分方程式の別解 

]  ') 
cos 

2 3 ( )2( )[ 
sin
1(       

]   ' 
cos  
sin 2 ')2( )[ 

sin
1("

222

2

2

22

FF

FFFF

yx
t

y NN
 t γ 

yx
t
tyxy NN

 t γ 
y











 

この式に 2

2
2cos

γ 
x t   と 2

2
2 1sin

γ 
x t   を代入し整理して、次式が得られ 

 ') 
 
 2  (3 )2( ") (1

2

2

2
2

FFF y
x
γxy NNy

γ
x γ    

さらに整理して次式を得る。 

0)2( ')  2  3 (  ") (1 222

2




 FFF y
γ

 NNy
xγ

xy
γ
x  

この式はすでに述べた )( xEN0  の微分方程式と全く同じ式である。  

そこで  
) (cossin 

} cos ) 1( {sin 
 ) ( 

1

1

0
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として )( 0 xFN  が第三種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式の解になっているかを、 

)(1 0 xVN  を直接微分して検討する。まず )(1 0 xVN  の一階微分、二階微分を求め、 

)(  ' )(    ' )(   1 xFxF xxV NNN 0 0 0     ' )( 2  " )(    " )(   1 xFxF xxV NNN 0 0 0   

この結果を  )(1 0 xVN  の微分方程式に代入して次式が得られる。 
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チェビシェフの微分方程式の別解 
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として )( 0 xFN  が第三種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式の解になっているかを、 

)(1 0 xVN  を直接微分して検討する。まず )(1 0 xVN  の一階微分、二階微分を求め、 
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さらに整理して次の )(xFN  の微分方程式が得られる。 
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この式は Fy  を直接微分して得られた Fy  の微分方程式と同じである。以上から 0 ( )NF x は 

第三種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式の解となっている。 

N = 1 から N=10 までの ( )NF x0  は次のようになる。 
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チェビシェフの微分方程式の別解 
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 0  0  が得られる。 

この式は )( xEN0  と )( xFN0  とから直接計算しても得られる。 
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  0   を利用して次の二式も得られる。 
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ここから )(  ) ( 1 00 xVxE NN   も )( )(  01 0 xFxT NN   も、第三種のチェビシェフ多項式基本型の 

微分方程式の解となっている。 

 さらに Gy  や Hy  からも同様に ) (0 xGN  や ) (0 xH N  を誘導する。 
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これらの関数は )( xEN0  と )( 0 xFN  と関係づけられ、例えば ) (0 xGN  は次式となり、 
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チェビシェフの微分方程式の別解 
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この式は )( xEN0  と )( xFN0  とから直接計算しても得られる。 
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微分方程式の解となっている。 
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これらの関数は )( xEN0  と )( 0 xFN  と関係づけられ、例えば ) (0 xGN  は次式となり、 
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) (0 xH N  は次式となる。 
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上の ) (0 xGN  と ) (0 xH N  の式を使って次の関係式を得る。 
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この式は ) (0 xGN  と ) (0 xH N とから直接計算しても得られる。 
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チェビシェフの微分方程式の別解 

 

) (0 xGN  と ) (0 xH N  が正負の符号をつけた ) (  0  xEN  や )(xFN 0 で表されることが解る。 

 
 

５． 総括 

第一種のチェビシェフ多項式基本型 )( 0 xTN の微分方程式 ： 
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第一種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式の解とその間の関係 ： 
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第二種のチェビシェフ多項式基本型 )( 0 xU N の微分方程式 ： 
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第二種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式の解とその間の関係 ： 
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チェビシェフの微分方程式の別解 

 

) (0 xGN  と ) (0 xH N  が正負の符号をつけた ) (  0  xEN  や )(xFN 0 で表されることが解る。 

 
 

５． 総括 

第一種のチェビシェフ多項式基本型 )( 0 xTN の微分方程式 ： 
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第一種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式の解とその間の関係 ： 
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第二種のチェビシェフ多項式基本型 )( 0 xU N の微分方程式 ： 
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第二種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式の解とその間の関係 ： 
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第三種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式 ： 
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第三種のチェビシェフ多項式基本型の微分方程式の解とその間の関係 ： 
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チェビシェフの微分方程式の別解 
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