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チェビシェフ多項式の基本型について

The Report on Fundamental Style of Chebyshev Polynomials

手代木　琢磨
Takuma Teshirogi

勝間　豊
Yutaka Katuma

Abstract
In our previous paper, the secular equation of quantum chemistry was extended to the 
special determinants, and the determinants are related to the first and the second 
Chebyshev polynomials . In this paper, the fundamental style of Chebyshev polynomials 
are defined, and new functions derived from the fundamental style are discussed.

1. 序 論
前報（手代木＆勝間2016）において、量子化学の単純ヒュッケル法で使われる永年方程式
から誘導される二種類の行列式がチェビシェフの第一種および第二種の多項式と深く関係し
ていることを報告した。現報では第一種および第二種チェビシェフ多項式基本型を定義し、
この基本型から誘導されるいくつかの関数の性質を明らかにする。

2. チェビシェフ多項式基本型の定義
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例えば第一種のチェビシェフ多項式基本型 )(xT N0  は次のようになる。ただし 0γ  で、 

この基本型の間には  22  )( 2)( xT  γxT N
NN 020   の関係があり、 12 γ  でも成立する。 
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この結果と第一種のチェビシェフ多項式の微分方程式の類推から、第一種のチェビシェフ多項式基本型 
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 一般にこれらの関数は次式で表される。 
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チェビシェフ多項式の基本型について

10

7 
 

2N  から 12N  までの関数 )(xFN0  は次のようになる。 

1221048668410212

103856749211

103856749211

102846648210

102846648210

83654729

83654729

82644628

82644628

634527

634527

624426

624426

4325

4325

4224

4224

23

23

22

22

1

 72 840 3584 6912 6144 2048
 12 280 1792 4608 5120 204812)(           

 11 220 1232 2816 2816 1024
  60 560 1792 2304 102411)(           

 50 400 1120 1280 512
 10 160 672 1024 51210)(           

 9 120 432 576 256
 40 240 448 2569)(           

 
 32 160 256 128

 8 80 192 128 8)(           

      
 7 56 112 64

  24 8064 7)(    
  18 48 32

 6 32 326)(

  5 20 16 
   12 165)(                      

   8 8
  48  4)(

           
  3 4

  43 )(                                     
   2

  2 2)(

)(
)(

)(
' )(

)(                                     

γxγxγxγxγxγx
xγxγxγxγxγxxF 

xγxγxγxγxγx
γxγxγxγxγxxF 

γxγxγxγxγx
xγxγxγxγxxF 

xγxγxγxγx
γxγxγxγxxF 

γxγxγxγx
xγxγxγxxF 

xγxγxγx
γxγxγxxF 

γxγxγx
xγxγxxF 

xγxγx
γxγxxF 

xγx
xγxxF 

xγx
γxxF 

γx
xxF 

xT 
xU 

N
xT 
xT 

xF 
N

N

N

N
N




















































 

120

110

100

90

80

7060

5040

3020

0

0

0

0
0



 

この )(xFN0  をもう一度微分して ' )(xFN0  、および 
)(
" )(

xT 
xT 

N

N

0

0  が得られる。 


 






N

k
N

1
0 }{

2)(
2  

12 cos   

1    ' )(


N
kγx

xF  

 

)(1   

2 
12 cos 

2 
12 cos  

2 

2  
12 cos  

1  
 

2  
12  cos  

1 

' )(  )( 
)(
" )(

 

   

 

}{

}{}{

)()(

)(
)(

2

2

2 

Nji

N
jγx

N
iγx

N
kγx

N
kγx

xF xF 
xT 
xT 


























ji,

N

k

N

k

NN
N

N



 11

00
0

0

 

これらの式を )(xT N0  の微分方程式に代入し次式を得る。ただし Nji 1  である。 

8 
 

 
 

2  
12 cos  

2  
1 2 cos  

)2(   

2  
12 cos  

 2
22

}{)(
))((

 N

N
jγx

N
iγx

γx

N
kγx

x















 ji,

N

k 1
 

さらに   ' )(ln xT  N0  の微分 
 ' )(
 " )(

xT 
xT  

N

N

0

0  は次式となる。 

   )1 (

 
2

12cos   

1 
2 

12 cos 
2 

1 2 cos  

2 

 ' )(
 " )(

 ' )(ln 
)(

}{
)()(

Nji

N
kγx

N
jγx

N
iγx

xT 
xT 

xT  
dx
d




















N

k

ji,

N

N
N

1

0

0
0




 

一方 )( )(  ' )( xF xT xT NNN 000   と   2 )(  ' )( )( " )( xF xFxT xT NNNN 0000   を 

)(xT N0  の微分方程式に代入して   2222  )( ' )()()( xF xF γxxF xN NNN 000   を得る。 

この式をもう一度微分してさらに整理すると 

   0 )(    )(  )(2 12  ' )( 3   " )(  )( 222222  xF xF γx NxF xxFγx NNNN 0000  

この式の最終項の     )(  ) (2 12 2222 xF γx N N0  のみを計算するために、 

 
2

2
22

2

 )( 
)( 

 )( 
)( 

 )( 
' )( 

 )( 















 










 

xT
xUN

xT
xUN

xT
xTxF 

N

N

N

N

N

N
N

0

10

0

10

0

0
0  と 

    NxUxγxT 22222  )( ) ( )(   100 NN  を利用すると次式が得られるので、 

 

 2

2
2

2
2222

2222

 )( 
21 

 )( 
)( 

) (2 21

 )(  ) (2 12   

xT 
γN

xT
xUγxN N

xF γx N

N

NN

N

N

00

10

0














 

ここから )(xFN0  の微分方程式は次式のようにも表される。 

 
0)(  

 )( 
2  1     ' )( 3 " )( )( 2

22
22 











 
 xF 

xT 
γNxF xxF γx

N

N
N

NN 0
0

00  

この微分方程式の解は 
 




N

k
N

1
0 )  (  

2
12 cos  

1  )(


N
kγx

xF  である。 

 
 
 



Sanno University Bulletin Vol. 38 No. 1 September 2017

11

4. 2　第二種のチェビシェフ多項式基本型拡張関数の微分方程式

8 
 

 
 

2  
12 cos  

2  
1 2 cos  

)2(   

2  
12 cos  

 2
22

}{)(
))((

 N

N
jγx

N
iγx

γx

N
kγx

x















 ji,

N

k 1
 

さらに   ' )(ln xT  N0  の微分 
 ' )(
 " )(

xT 
xT  

N

N

0

0  は次式となる。 

   )1 (

 
2

12cos   

1 
2 

12 cos 
2 

1 2 cos  

2 

 ' )(
 " )(

 ' )(ln 
)(

}{
)()(

Nji

N
kγx

N
jγx

N
iγx

xT 
xT 

xT  
dx
d




















N

k

ji,

N

N
N

1

0

0
0




 

一方 )( )(  ' )( xF xT xT NNN 000   と   2 )(  ' )( )( " )( xF xFxT xT NNNN 0000   を 

)(xT N0  の微分方程式に代入して   2222  )( ' )()()( xF xF γxxF xN NNN 000   を得る。 

この式をもう一度微分してさらに整理すると 

   0 )(    )(  )(2 12  ' )( 3   " )(  )( 222222  xF xF γx NxF xxFγx NNNN 0000  

この式の最終項の     )(  ) (2 12 2222 xF γx N N0  のみを計算するために、 

 
2

2
22

2

 )( 
)( 

 )( 
)( 

 )( 
' )( 

 )( 















 










 

xT
xUN

xT
xUN

xT
xTxF 

N

N

N

N

N

N
N

0

10

0

10

0

0
0  と 

    NxUxγxT 22222  )( ) ( )(   100 NN  を利用すると次式が得られるので、 

 

 2

2
2

2
2222

2222

 )( 
21 

 )( 
)( 

) (2 21

 )(  ) (2 12   

xT 
γN

xT
xUγxN N

xF γx N

N

NN

N

N

00

10

0














 

ここから )(xFN0  の微分方程式は次式のようにも表される。 

 
0)(  

 )( 
2  1     ' )( 3 " )( )( 2

22
22 











 
 xF 

xT 
γNxF xxF γx

N

N
N

NN 0
0

00  

この微分方程式の解は 
 




N

k
N

1
0 )  (  

2
12 cos  

1  )(


N
kγx

xF  である。 

 
 
 

9 
 

3.2  第二種のチェビシェフ多項式基本型拡張関数の微分方程式 

偶数次の第二種のチェビシェフ多項式基本型、例えば 4224  1216)( γxγxxU 40  から 

4
2

2
4 1612)(

γ
X

γ
XXU 1

40  を導入する。一般に  





N

k

kN
kkN

k xCγxU
0

2
2

2   )(2 )(   )( )(
20 N  

から 





 
N

k

kNk XC
γ

XU
0

)2(
2 }{ )( 4)( kNkNN

1
20  が得られる。 

この多項式の微分方程式を求める。  )( )  ()( 22 XUXγxU NN 1
2020
  NN  であるが、 

係数を無視して、  )( )( 2 XUXxU N 1
2020
  NN  として計算する。 

    ' )  ( )  (  2  )( 12 XUXXUNXxU 
dx
d N 1

20
1

2020
  NNN  

   )  ( )12( 2 ' )  ( )12( 2 " )  ( )  ( 222
2

2

XUNNXUXNXUXXxU
dx
d N 1

20
1

20
1

2020
  NNNN

以上の三式を  )(XU N20 の微分方程式に代入して、  )(XU 1
20

N の微分方程式を得る。 

0)  ( ) 12 (2 ' )  ( 114) 12 ( 2" )  ( ) 1 ( 22
2 












  XUNNXU
Xγ

NXNXU
γ

X 1
20

1
20

1
20 NNN

 奇数次の第二種のチェビシェフ多項式基本型、例えば xγ xγxxU 4325 6 3232)( 50   は ， 

4
2

2
4

 3
16

 3
16)(

γ
X

γ
XXU 1

50  を考える。一般に  



 

N

k

kN
kkN

k xCγxU
0

1)2
12

2 )(2 )(  )( (
120 N  

から 






 




N

k

kNk XC
γN

XU
0

)2(
2 }{ )( 4

1
1)( kNkNN 1

1
120  を導入する。 

この多項式の微分方程式を求める。  )( ) 22 () ()( 0
22

0 XUXNγxU NN 1
12

1
12





  NN であるが、 

係数を無視して   )( )( 0
2

0 XUXxU N 1
12

1
12





  NN として計算する。 

    ' )( )(  ) 12(   )( 2 XUXXUNXxU 
dx
d 1

120
1

120120








  NN
N

N   

    )( ) 12 (2  )( 4 )(   )( 212
2

2

XUNN 'XUXN"XUX XxU 
dx
d N

120120120120 


  NNNN   

以上の三式を )(xU 120 N  の微分方程式に代入して )(XU 1
120


N  の微分方程式を得る。 

0)  ( ) 12 (2 ' )  ( 134 4" )  ( ) 1 ( 22
2 












 






 XUNNXU

Xγ
NXNXU

γ
X 1

120
1

120
1

120 NNN   



チェビシェフ多項式の基本型について

12

9 
 

3.2  第二種のチェビシェフ多項式基本型拡張関数の微分方程式 

偶数次の第二種のチェビシェフ多項式基本型、例えば 4224  1216)( γxγxxU 40  から 

4
2

2
4 1612)(

γ
X

γ
XXU 1

40  を導入する。一般に  





N

k

kN
kkN

k xCγxU
0

2
2

2   )(2 )(   )( )(
20 N  

から 





 
N

k

kNk XC
γ

XU
0

)2(
2 }{ )( 4)( kNkNN

1
20  が得られる。 

この多項式の微分方程式を求める。  )( )  ()( 22 XUXγxU NN 1
2020
  NN  であるが、 

係数を無視して、  )( )( 2 XUXxU N 1
2020
  NN  として計算する。 

    ' )  ( )  (  2  )( 12 XUXXUNXxU 
dx
d N 1

20
1

2020
  NNN  

   )  ( )12( 2 ' )  ( )12( 2 " )  ( )  ( 222
2

2

XUNNXUXNXUXXxU
dx
d N 1

20
1

20
1

2020
  NNNN

以上の三式を  )(XU N20 の微分方程式に代入して、  )(XU 1
20

N の微分方程式を得る。 

0)  ( ) 12 (2 ' )  ( 114) 12 ( 2" )  ( ) 1 ( 22
2 












  XUNNXU
Xγ

NXNXU
γ

X 1
20

1
20

1
20 NNN

 奇数次の第二種のチェビシェフ多項式基本型、例えば xγ xγxxU 4325 6 3232)( 50   は ， 

4
2

2
4

 3
16

 3
16)(

γ
X

γ
XXU 1

50  を考える。一般に  



 

N

k

kN
kkN

k xCγxU
0

1)2
12

2 )(2 )(  )( (
120 N  

から 






 




N

k

kNk XC
γN

XU
0

)2(
2 }{ )( 4

1
1)( kNkNN 1

1
120  を導入する。 

この多項式の微分方程式を求める。  )( ) 22 () ()( 0
22

0 XUXNγxU NN 1
12

1
12





  NN であるが、 

係数を無視して   )( )( 0
2

0 XUXxU N 1
12

1
12





  NN として計算する。 

    ' )( )(  ) 12(   )( 2 XUXXUNXxU 
dx
d 1

120
1

120120








  NN
N

N   

    )( ) 12 (2  )( 4 )(   )( 212
2

2

XUNN 'XUXN"XUX XxU 
dx
d N

120120120120 


  NNNN   

以上の三式を )(xU 120 N  の微分方程式に代入して )(XU 1
120


N  の微分方程式を得る。 

0)  ( ) 12 (2 ' )  ( 134 4" )  ( ) 1 ( 22
2 












 






 XUNNXU

Xγ
NXNXU

γ
X 1

120
1

120
1

120 NNN   

10 
 

N  が偶数でも奇数でも )( 0 XU 1
N  は同じ微分方程式となるので、まず )( 0 XU 1

N  を列挙する。 

12
2

10
4

8
6

6
8

4
10

2
121

10
2

8
4

6
6

4
8

2
101

10
2

8
4

6
6

4
8

2
101

8
2

6
4

4
6

2
81

8
2

6
4

4
6

2
81

6
2

4
4

2
61

6
2

4
4

2
61

4
2

2
41

4
2

2
41

2
21

2
21

409611264115205376112084)(               

 3
512

 3
1280384

 3
448

 3
70)(               

10242304179256060)(               

 5
256

 5
512

 5
33616)(               

25644824040)(               

162410)(         648024)(

 3
16

 3
16)(                        1612)(

2)(                                      4)(

γ
X

γ
X

γ
X

γ
X

γ
X

γ
XXU

γ
X

γ
X

γ
X

γ
X

γ
XXU

γ
X

γ
X

γ
X

γ
X

γ
XXU

γ
X

γ
X

γ
X

γ
XXU

γ
X

γ
X

γ
X

γ
XXU

γ
X

γ
X

γ
XXU

γ
X

γ
X

γ
XXU

γ
X

γ
XXU

γ
X

γ
XXU

γ
XXUXXU

































120

110

100

90

80

7060

5040

3020 

 

この関数の微分方程式は次のようになり、この式は   12 γ  でも成立する。 

0)( ) 1 ( ' )(112)  1 ( 2" )(   ) 1 ( 22
2 












  XUNNXU 
Xγ

NXNXU
γ

X 1
0

1
0

1
0 NNN  

この解の因数分解は次式になる。 )   
2

1 ,  2 (      

1
cos 

1 )( )(1 







 Nk N

N
kγ

XXU
N

k
N

1
0


 

さらに 


 




11

0
kk

N  )()(
 

1
tan

 
1  

 
1

cos 

1)( 2

2

2
2

22

21

γ
N

k

γ
X

N
kγ

XXU



となるので、 

 )(XU 1
0


N の 2X  に 2

22 1
γ

YX   を代入し、得られる関数を )(1 YW 
N0  として下にまとめる。 

4
2

2
4

4
2

2
4

2
2

2
2

1
 3
10)(                        510)(

1)(                                      3)(

γ
Y

γ
YYW 

γ
Y

γ
YYW 

γ
YYW 

γ
YYW 









1
50

1
40

1
30

1
20

 

6
2

4
4

2
6

6
2

4
4

2
6 177)(           73521)(

γ
Y

γ
Y

γ
YYW 

γ
Y

γ
Y

γ
YYW   1

70
1

60  



Sanno University Bulletin Vol. 38 No. 1 September 2017

13

10 
 

N  が偶数でも奇数でも )( 0 XU 1
N  は同じ微分方程式となるので、まず )( 0 XU 1

N  を列挙する。 

12
2

10
4

8
6

6
8

4
10

2
121

10
2

8
4

6
6

4
8

2
101

10
2

8
4

6
6

4
8

2
101

8
2

6
4

4
6

2
81

8
2

6
4

4
6

2
81

6
2

4
4

2
61

6
2

4
4

2
61

4
2

2
41

4
2

2
41

2
21

2
21

409611264115205376112084)(               

 3
512

 3
1280384

 3
448

 3
70)(               

10242304179256060)(               

 5
256

 5
512

 5
33616)(               

25644824040)(               

162410)(         648024)(

 3
16

 3
16)(                        1612)(

2)(                                      4)(

γ
X

γ
X

γ
X

γ
X

γ
X

γ
XXU

γ
X

γ
X

γ
X

γ
X

γ
XXU

γ
X

γ
X

γ
X

γ
X

γ
XXU

γ
X

γ
X

γ
X

γ
XXU

γ
X

γ
X

γ
X

γ
XXU

γ
X

γ
X

γ
XXU

γ
X

γ
X

γ
XXU

γ
X

γ
XXU

γ
X

γ
XXU

γ
XXUXXU

































120

110

100

90

80

7060

5040

3020 

 

この関数の微分方程式は次のようになり、この式は   12 γ  でも成立する。 

0)( ) 1 ( ' )(112)  1 ( 2" )(   ) 1 ( 22
2 












  XUNNXU 
Xγ

NXNXU
γ

X 1
0

1
0

1
0 NNN  

この解の因数分解は次式になる。 )   
2

1 ,  2 (      

1
cos 

1 )( )(1 







 Nk N

N
kγ

XXU
N

k
N

1
0


 

さらに 


 




11

0
kk

N  )()(
 

1
tan

 
1  

 
1

cos 

1)( 2

2

2
2

22

21

γ
N

k

γ
X

N
kγ

XXU



となるので、 

 )(XU 1
0


N の 2X  に 2

22 1
γ

YX   を代入し、得られる関数を )(1 YW 
N0  として下にまとめる。 

4
2

2
4

4
2

2
4

2
2

2
2

1
 3
10)(                        510)(

1)(                                      3)(

γ
Y

γ
YYW 

γ
Y

γ
YYW 

γ
YYW 

γ
YYW 









1
50

1
40

1
30

1
20

 

6
2

4
4

2
6

6
2

4
4

2
6 177)(           73521)(

γ
Y

γ
Y

γ
YYW 

γ
Y

γ
Y

γ
YYW   1

70
1

60  

11 
 

    98412636)(                  8
2

6
4

4
6

2
8

γ
Y

γ
Y

γ
Y

γ
YYW 1

80  

12
2

10
4

8
6

6
8

4
10

2
12

10
2

8
4

6
6

4
8

2
10

10
2

8
4

6
6

4
8

2
10

8
2

6
4

4
6

2
8

132861287171671578)( 

1
 3
556666

 3
55)( 

     1116546233055)( 

112
 5

12612)( 

γ
Y

γ
Y

γ
Y

γ
Y

γ
Y

γ
YYW 

γ
Y

γ
Y

γ
Y

γ
Y

γ
YYW 

γ
Y

γ
Y

γ
Y

γ
Y

γ
YYW 

γ
Y

γ
Y

γ
Y

γ
YYW 

















1
120

1
110

1
100

1
90

 

この関数を一般的に表すと、 






















 

 



 




 






12

10 1
2

2

2)2(1
2

2

10 1
2

2

2)2(
12

)()(}{

) ()(}{

 22 
tan

  22
tan

12
1)(

 12 
tan 

  12
tan

    1)(

)(

)(   

N

i

N

k

N

k

kNkNk

N

i

N

k

N

k

kN
kN

k

γ
N

i

Y
γ
N

k

YY
k

C
γ

YW 

γ
N
i

Y
γ
N
k

YYC
γ

YW 





221
120

22
1

20

N

N

  ただし )(1
12 YW 
N0  の場合は 1  Ni  を除く。 

この関数の微分方程式を求める。 2
22 1

γ
YX   から 

Yγ
Yγ

dX
dY

 
1 22 

  

    ' ) (
 

1 
)() ()(

22

 YW  
Yγ

Yγ
dX
dY  YW  

dY
d XU 

dX
d 1

0
1

0
1

0
 


 NNN    

  ' )  ( 
 
1   " )  ( 1   )( 3222

22

2

2

YW  
Yγ

YW  
Yγ

YγXU 
dX
d 1

0
1

0
1

0
 


 NNN  

   これらの式を  )(XU 1
0


N の微分方程式に代入して、 )(1 YW 

N0  の微分方程式を得る。 

0)  (  )  1 ( ' )  (}  1 
 

1 )  1 ( { 2 " )  (  ) 1 ( 22
2   YWNNYW  

Y γ 
YNYW 

γ
Y 1

0
1

0
1

0 NNN  

この式は   12 γ  でも成立する。 

さらに  )(xU N0  の対数を取って微分して得られる関数 )(xGN0   の微分方程式を求める。 

  
1

cos2 )( ) (
 


N

k
N

1
0 

N
k γxxU N

の対数を微分して次式が得られる。 

  
 


N

k
N

1
0 }{ )(

1
cos ln )2 (ln    )( ln  

N 
kγxxU N   



チェビシェフ多項式の基本型について

14

11 
 

    98412636)(                  8
2

6
4

4
6

2
8

γ
Y

γ
Y

γ
Y

γ
YYW 1

80  

12
2

10
4

8
6

6
8

4
10

2
12

10
2

8
4

6
6

4
8

2
10

10
2

8
4

6
6

4
8

2
10

8
2

6
4

4
6

2
8

132861287171671578)( 

1
 3
556666

 3
55)( 

     1116546233055)( 

112
 5

12612)( 

γ
Y

γ
Y

γ
Y

γ
Y

γ
Y

γ
YYW 

γ
Y

γ
Y

γ
Y

γ
Y

γ
YYW 

γ
Y

γ
Y

γ
Y

γ
Y

γ
YYW 

γ
Y

γ
Y

γ
Y

γ
YYW 

















1
120

1
110

1
100

1
90

 

この関数を一般的に表すと、 






















 

 



 




 






12

10 1
2

2

2)2(1
2

2

10 1
2

2

2)2(
12

)()(}{

) ()(}{

 22 
tan

  22
tan

12
1)(

 12 
tan 

  12
tan

    1)(

)(

)(   

N

i

N

k

N

k

kNkNk

N

i

N

k

N

k

kN
kN

k

γ
N

i

Y
γ
N

k

YY
k

C
γ

YW 

γ
N
i

Y
γ
N
k

YYC
γ

YW 





221
120

22
1

20

N

N

  ただし )(1
12 YW 
N0  の場合は 1  Ni  を除く。 

この関数の微分方程式を求める。 2
22 1

γ
YX   から 

Yγ
Yγ

dX
dY

 
1 22 

  

    ' ) (
 

1 
)() ()(

22

 YW  
Yγ

Yγ
dX
dY  YW  

dY
d XU 

dX
d 1

0
1

0
1

0
 


 NNN    

  ' )  ( 
 
1   " )  ( 1   )( 3222

22

2

2

YW  
Yγ

YW  
Yγ

YγXU 
dX
d 1

0
1

0
1

0
 


 NNN  

   これらの式を  )(XU 1
0


N の微分方程式に代入して、 )(1 YW 

N0  の微分方程式を得る。 

0)  (  )  1 ( ' )  (}  1 
 

1 )  1 ( { 2 " )  (  ) 1 ( 22
2   YWNNYW  

Y γ 
YNYW 

γ
Y 1

0
1

0
1

0 NNN  

この式は   12 γ  でも成立する。 

さらに  )(xU N0  の対数を取って微分して得られる関数 )(xGN0   の微分方程式を求める。 

  
1

cos2 )( ) (
 


N

k
N

1
0 

N
k γxxU N

の対数を微分して次式が得られる。 

  
 


N

k
N

1
0 }{ )(

1
cos ln )2 (ln    )( ln  

N 
kγxxU N   

12 
 

 






N

kN

N
N

10

0
0 )(  

1
cos  

1 
)(
' )(

 )(


N 
kγxxU

xUxG  

2N  から 12N  までの関数 )(xGN0  は次のようになる。 

1221048668410212

103856749211

103856749211

102846648210

102846648210

83654729

83654729

82644628

82644628

634527

634527

624426

624426

4325

4325

4224

4224

23

23

22

22

  84 1120 5376 11520 11264 4096
 168 4480 32256 92160 112640 49152)(          

 12 280 1792 4608 5120 2048
 12 840 8960 32256 46080 22528)(

 60 560 1792 2304 1024
 120 2240 10752 18432 10240)(         

 10 160 672 1024 512
 10 480 3360 7168 4608)(         

 
 40 240 448 256

 80 960 2688 2048 )(         

 
 8 80 192 128

 8 240 960 896 )(   
  24 80 64

 48 320 384)(

  6 32 32 
  6 96 160)(                  

    12 16
  24 64 )(

           
  4 8
  4 24 )(                                     

   4
  8 )(

  )( 
 ' )(

 )(                                                 

γxγxγxγxγxγx
xγxγxγxγxγxxG 

xγxγxγxγxγx
γxγxγxγxγxxG          

γxγxγxγxγx
xγxγxγxγxxG 

xγxγxγxγx
γxγxγxγxxG 

γxγxγxγx
xγxγxγxxG 

xγxγxγx
γxγxγxxG 

γxγxγx
xγxγxxG 

xγxγx
γxγxxG 

γxγx
xγxxG 

xγx
γxxG 

γx
xxG 

xU 
xU xG 

N

N
N






















































120

110

100

90

80

7060

5040

3020

0

0
0

 

 

さらに 
 

)( 
 )(
 ' )(

 )( 
 '  )(  

 ' )(
 " )( xG

xU
xU

xU N
xU N

xT 
xT 

10
10

10

10

10

0

0








 



 N
N

N

N

N

N

N  から次式が成立する。 




 













1

) ()(}{
cos  

1  

2
12 cos   

1 

2 
12 cos 

2 
1 2 cos  

2  
))((

N

k

N

kji, 11 
N
kγx

N
kγx

N
jγx

N
ix

 

ただし Nji  1  である。 

さらに )(xGN0  をもう一度微分して 








N

k
N

1
0    

1 
cos  

1    ' )( }{
2)( 

N
kγx

xG が得られる。 

また  

2

)(
' )(

 
)(
" )(

' )(









xU
xU

xU
xUxG

N

N

N

N
N

0

0

0

0
0  なので 



Sanno University Bulletin Vol. 38 No. 1 September 2017

1512 
 

 






N

kN

N
N

10

0
0 )(  

1
cos  

1 
)(
' )(

 )(


N 
kγxxU

xUxG  

2N  から 12N  までの関数 )(xGN0  は次のようになる。 

1221048668410212

103856749211

103856749211

102846648210

102846648210

83654729

83654729

82644628

82644628

634527

634527

624426

624426

4325

4325

4224

4224

23

23

22

22

  84 1120 5376 11520 11264 4096
 168 4480 32256 92160 112640 49152)(          

 12 280 1792 4608 5120 2048
 12 840 8960 32256 46080 22528)(

 60 560 1792 2304 1024
 120 2240 10752 18432 10240)(         

 10 160 672 1024 512
 10 480 3360 7168 4608)(         

 
 40 240 448 256

 80 960 2688 2048 )(         

 
 8 80 192 128

 8 240 960 896 )(   
  24 80 64

 48 320 384)(

  6 32 32 
  6 96 160)(                  

    12 16
  24 64 )(

           
  4 8
  4 24 )(                                     

   4
  8 )(

  )( 
 ' )(

 )(                                                 

γxγxγxγxγxγx
xγxγxγxγxγxxG 

xγxγxγxγxγx
γxγxγxγxγxxG          

γxγxγxγxγx
xγxγxγxγxxG 

xγxγxγxγx
γxγxγxγxxG 

γxγxγxγx
xγxγxγxxG 

xγxγxγx
γxγxγxxG 

γxγxγx
xγxγxxG 

xγxγx
γxγxxG 

γxγx
xγxxG 

xγx
γxxG 

γx
xxG 

xU 
xU xG 

N

N
N






















































120

110

100

90

80

7060

5040

3020

0

0
0

 

 

さらに 
 

)( 
 )(
 ' )(

 )( 
 '  )(  

 ' )(
 " )( xG

xU
xU

xU N
xU N

xT 
xT 

10
10

10

10

10

0

0








 



 N
N

N

N

N

N

N  から次式が成立する。 




 













1

) ()(}{
cos  

1  

2
12 cos   

1 

2 
12 cos 

2 
1 2 cos  

2  
))((

N

k

N

kji, 11 
N
kγx

N
kγx

N
jγx

N
ix

 

ただし Nji  1  である。 

さらに )(xGN0  をもう一度微分して 








N

k
N

1
0    

1 
cos  

1    ' )( }{
2)( 

N
kγx

xG が得られる。 

また  

2

)(
' )(

 
)(
" )(

' )(









xU
xU

xU
xUxG

N

N

N

N
N

0

0

0

0
0  なので 



チェビシェフ多項式の基本型について

16

12 
 

 






N

kN

N
N

10

0
0 )(  

1
cos  

1 
)(
' )(

 )(


N 
kγxxU

xUxG  

2N  から 12N  までの関数 )(xGN0  は次のようになる。 

1221048668410212

103856749211

103856749211

102846648210

102846648210

83654729

83654729

82644628

82644628

634527

634527

624426

624426

4325

4325

4224

4224

23

23

22

22

  84 1120 5376 11520 11264 4096
 168 4480 32256 92160 112640 49152)(          

 12 280 1792 4608 5120 2048
 12 840 8960 32256 46080 22528)(

 60 560 1792 2304 1024
 120 2240 10752 18432 10240)(         

 10 160 672 1024 512
 10 480 3360 7168 4608)(         

 
 40 240 448 256

 80 960 2688 2048 )(         

 
 8 80 192 128

 8 240 960 896 )(   
  24 80 64

 48 320 384)(

  6 32 32 
  6 96 160)(                  

    12 16
  24 64 )(

           
  4 8
  4 24 )(                                     

   4
  8 )(

  )( 
 ' )(

 )(                                                 

γxγxγxγxγxγx
xγxγxγxγxγxxG 

xγxγxγxγxγx
γxγxγxγxγxxG          

γxγxγxγxγx
xγxγxγxγxxG 

xγxγxγxγx
γxγxγxγxxG 

γxγxγxγx
xγxγxγxxG 

xγxγxγx
γxγxγxxG 

γxγxγx
xγxγxxG 

xγxγx
γxγxxG 

γxγx
xγxxG 

xγx
γxxG 

γx
xxG 

xU 
xU xG 

N

N
N






















































120

110

100

90

80

7060

5040

3020

0

0
0

 

 

さらに 
 

)( 
 )(
 ' )(

 )( 
 '  )(  

 ' )(
 " )( xG

xU
xU

xU N
xU N

xT 
xT 

10
10

10

10

10

0

0








 



 N
N

N

N

N

N

N  から次式が成立する。 




 













1

) ()(}{
cos  

1  

2
12 cos   

1 

2 
12 cos 

2 
1 2 cos  

2  
))((

N

k

N

kji, 11 
N
kγx

N
kγx

N
jγx

N
ix

 

ただし Nji  1  である。 

さらに )(xGN0  をもう一度微分して 








N

k
N

1
0    

1 
cos  

1    ' )( }{
2)( 

N
kγx

xG が得られる。 

また  

2

)(
' )(

 
)(
" )(

' )(









xU
xU

xU
xUxG

N

N

N

N
N

0

0

0

0
0  なので 

13 
 

     )(1  

1 
cos 

1 
cos  

2 
)(
" )(

  }{
))((

Nji

N
jγx

N
iγxxU

xU








 
ji,N

N

0

0  

これらの式を )(xU N0  の微分方程式に代入し次式を得る。ただし Nji  1  である。 

)2(

1 
cos 

1 
cos   

)( 2 

1
cos  

3 }{)(
 ))((

22


















NN

N
jγx

N
iγx

x

N
kγx

x
ji,

N

k 



1
 

さらに   ' )(ln xU N0  の微分 
 ' )(
 " )(

xU
xU

N

N

0

0
 は次式となる。 

   )(1  
 

1
cos  

1 
1 

cos 
1 

cos 

2 

 ' )(
 " )(

 ' )(ln 
)(

}{

 

 )( )(
Nji

N
kγx

N
jγx

N
iγx

xU
xU

xU 
dx
d




















N

k

ji,

N

N
N

1

0

0
0




 

一方 )(   )(  ' )( xGxUxU NNN 000   と   2)( ' )()( " )( xGxGxUxU NNNN 0000   を 

)(xU N0  の微分方程式に代入し、   222  )( ' )()()(  32)( xGxG xxGxNN NNN 000     

を得る。この式をもう一度微分してさらに整理すると )(xG N0  の微分方程式が得られる。 

   0)(   )(  ) (2 )( 41 1) ( 2             

' )(  5 " )( )(

2222

22





xGxGγx xGx N

xGxxGγx

NNN

NN

000

00

　
 

この式が 






N

kN

N
N

10

0
0 )(

1  
cos  

1 
)(
' )(

 )(


N
kγxxU

xUxG   の微分方程式である。 

 
4  チェビシェフ多項式基本型混合関数の微分方程式 
4.1  第一種のチェビシェフ多項式基本型と第二種のチェビシェフ多項式基本型の比 

第一種および第二種のチェビシェフ多項式基本型の比からなる )( xH N0  を定義し、その性質を検討する。 

           
 48

 4 )(                          
 4

  2 )( 

      
)(
)(

 
)(

1
)(
)(

)(                           

23

22
2

22
2

12

1

1

xx
xxxH 

x
xxxH 

xU 
xU 

γx
xF 

N
xU 
xT 

xH 
N

N

NN

N
N


















 





3020

0

0

00

0
0

 

 63232 
 1216 )(         

 1216
 48 )( 4325

4224
2

4224

23
2

xxx
xxxxH 

xx
xxxxH 














 5040  



Sanno University Bulletin Vol. 38 No. 1 September 2017

17

5. チェビシェフ多項式基本型混合関数の微分方程式
5. 1　第一種のチェビシェフ多項式基本型と第二種のチェビシェフ多項式基本型の比

13 
 

     )(1  

1 
cos 

1 
cos  

2 
)(
" )(

  }{
))((

Nji

N
jγx

N
iγxxU

xU








 
ji,N

N

0

0  

これらの式を )(xU N0  の微分方程式に代入し次式を得る。ただし Nji  1  である。 

)2(

1 
cos 

1 
cos   

)( 2 

1
cos  

3 }{)(
 ))((

22


















NN

N
jγx

N
iγx

x

N
kγx

x
ji,

N

k 



1
 

さらに   ' )(ln xU N0  の微分 
 ' )(
 " )(

xU
xU

N

N

0

0
 は次式となる。 

   )(1  
 

1
cos  

1 
1 

cos 
1 

cos 

2 

 ' )(
 " )(

 ' )(ln 
)(

}{

 

 )( )(
Nji

N
kγx

N
jγx

N
iγx

xU
xU

xU 
dx
d




















N

k

ji,

N

N
N

1

0

0
0




 

一方 )(   )(  ' )( xGxUxU NNN 000   と   2)( ' )()( " )( xGxGxUxU NNNN 0000   を 

)(xU N0  の微分方程式に代入し、   222  )( ' )()()(  32)( xGxG xxGxNN NNN 000     

を得る。この式をもう一度微分してさらに整理すると )(xG N0  の微分方程式が得られる。 

   0)(   )(  ) (2 )( 41 1) ( 2             

' )(  5 " )( )(

2222

22





xGxGγx xGx N

xGxxGγx

NNN

NN

000

00

　
 

この式が 






N

kN

N
N

10

0
0 )(

1  
cos  

1 
)(
' )(

 )(


N
kγxxU

xUxG   の微分方程式である。 

 
4  チェビシェフ多項式基本型混合関数の微分方程式 
4.1  第一種のチェビシェフ多項式基本型と第二種のチェビシェフ多項式基本型の比 

第一種および第二種のチェビシェフ多項式基本型の比からなる )( xH N0  を定義し、その性質を検討する。 

           
 48

 4 )(                          
 4

  2 )( 

      
)(
)(

 
)(

1
)(
)(

)(                           

23

22
2

22
2

12

1

1

xx
xxxH 

x
xxxH 

xU 
xU 

γx
xF 

N
xU 
xT 

xH 
N

N

NN

N
N


















 





3020

0

0

00

0
0

 

 63232 
 1216 )(         

 1216
 48 )( 4325

4224
2

4224

23
2

xxx
xxxxH 

xx
xxxxH 














 5040  

14 
 

1221048668410212

103846649211
2

103846649211

102846648210
2

102846648210

83654729
2

83654729

82644628
2

82644628

634527
2

634527

624426
2

624426

4325
2

841120537611520112644096
122801792460851202048 )(

122801792460851202048
60560179223041024 )(

60560179223041024
101606721024512 )(

101606721024512
40240448256 )(

 
40240448256

880192128 )(

      
880192128

248064 )(

248064
63232 )(

























































xxxxxx
xxxxxxxxH 

xxxxxx
xxxxxxxH 

xxxxx
xxxxxxxH 

xxxxx
xxxxxxH 

xxxx
xxxxxxH 

xxxx
xxxxxH 

xxx
xxxxxH 

120

110

100

90

80

70

60

 

)(xH N0  に関してまず次式が成立する。  


















 N

k

N

k
N

1

1

1
0

)(

)(

1
cos 

 
22
12 cos 

)(




N
kγx

N
kγx

xH  

 さらに          1)2(2222  )( ) ( )(  
  NγxUxγxT NN 010  から 

 
 2

1)2(
22222

2

 )(  
) ( )(  ) ( 

)( 
)( 

 
xU

γxγxHxγ
xU
xT N

N
N

N

N

0
0

0

10


 








 

一方
)( 
)( 

2
1)(  

xU
xUxT 

10

120
0




N

N
N  を利用して 

 2)(  
)( 

)(   2
)(
)( 

   2
xU

xUxH 
xU
xT 

N

N
N

N

N

0

120
0

0

10    

この式を上の式に代入して、  0) ()( 
)(

  2  )(  22
1)2(

2 




xγxH 
xU

γxH
N

N
N

N 0
120

0  

この式を解いて、  )( 
)()(

)( 
  )(  

1)2(1)2(

xH 
xU

γ
xU 

xT γxH
NN

120
120120

220
0 













 N
NN

N
N  

ただし次式を利用し、 )(xH N0  は正をとった。 

 
 2

1)4(
22222

2

 )(  
) ( )(  ) ( 

)( 
)( 

 
xU

γxγxHxγ
xU
xT N

120
120

120

220








 








N
N

N

N  



チェビシェフ多項式の基本型について

18

14 
 

1221048668410212

103846649211
2

103846649211

102846648210
2

102846648210

83654729
2

83654729

82644628
2

82644628

634527
2

634527

624426
2

624426

4325
2

841120537611520112644096
122801792460851202048 )(

122801792460851202048
60560179223041024 )(

60560179223041024
101606721024512 )(

101606721024512
40240448256 )(

 
40240448256

880192128 )(

      
880192128

248064 )(

248064
63232 )(

























































xxxxxx
xxxxxxxxH 

xxxxxx
xxxxxxxH 

xxxxx
xxxxxxxH 

xxxxx
xxxxxxH 

xxxx
xxxxxxH 

xxxx
xxxxxH 

xxx
xxxxxH 

120

110

100

90

80

70

60

 

)(xH N0  に関してまず次式が成立する。  


















 N

k

N

k
N

1

1

1
0

)(

)(

1
cos 

 
22
12 cos 

)(




N
kγx

N
kγx

xH  

 さらに          1)2(2222  )( ) ( )(  
  NγxUxγxT NN 010  から 

 
 2

1)2(
22222

2

 )(  
) ( )(  ) ( 

)( 
)( 

 
xU

γxγxHxγ
xU
xT N

N
N

N

N

0
0

0

10


 








 

一方
)( 
)( 

2
1)(  

xU
xUxT 

10

120
0




N

N
N  を利用して 

 2)(  
)( 

)(   2
)(
)( 

   2
xU

xUxH 
xU
xT 

N

N
N

N

N

0

120
0

0

10    

この式を上の式に代入して、  0) ()( 
)(

  2  )(  22
1)2(

2 




xγxH 
xU

γxH
N

N
N

N 0
120

0  

この式を解いて、  )( 
)()(

)( 
  )(  

1)2(1)2(

xH 
xU

γ
xU 

xT γxH
NN

120
120120

220
0 













 N
NN

N
N  

ただし次式を利用し、 )(xH N0  は正をとった。 

 
 2

1)4(
22222

2

 )(  
) ( )(  ) ( 

)( 
)( 

 
xU

γxγxHxγ
xU
xT N

120
120

120

220








 








N
N

N

N  

15 
 

この関数の微分方程式を求める。  

まず       1)2(2222  )( ) ( )(  
  NγxUxγxT NN 010  を微分して  

0' )(  )  ()( )(  ) 1 ( 22   xUxγxU xxTN NNN 0010   が得られ 、整理すると 

 )(  ) 1(
)(
)( 

) 1()(  ) (
 )(
' )(

) (
0

0
0

2222 xHN 
xU
xTN xxGγxx

xU
xUγx N

N

N
N

N

N
0

1

0

0    

つぎに )(  )(   )( xUxHxT NNN 0010   を微分して、 

' )(  )(   )(  ' )(  )(  ) 1( xUxHxUxHxUN NNNNN 00000   を得、整理して 

 )(   )(   ) 1(  
)(
' )(

  )(   ) 1( ' )( xGxHN
xU
xUxHNxH NN

N

N
NN 00

0

0
00   

この式に )  ( 22 γx   をかけて整理すると、  

    )(   ) 1(   )(      )  )( 1( 

 )( )  (  )(   )  )( 1( ' )(   )  (

222

222222

xHNxHxγxN

xGγxxHγxNxHγx

NN

NNN

00

000




 

この式を微分して整理し、 )(xH N0  の微分方程式を得る。 

    0   ) 1( 2 )(   ' )(     )(   ) 1( 2 " )(   )  ( 22  xNxHxHxxHNxHγx NNNN 0000  

 
4.2  第一種および第二種のチェビシェフ多項式基本型の比の対数関数の微分方程式 

次のような関数を定義する。 



























xxO γxxQ 

 xxO γxxP 
xGxF xO 

xxJ γxxL 

 xxJ γxxK 
xGxF xJ 

  )(  ) ( )( 

   )(  ) ( )( 
      )(  )(  )(

   )(  ) (   )(

   )(  ) ( )(
       )(  )(  )(

22

22

22

22

NN

NN

NNN

NN

NN

NNN

00

00

0100

00

00

0100

 

これらの関数の相互関係を明らかにする。まず 
)(
)( 

)(
xU
xTxH

N

N
N

0

10
0

  の対数関数を考える。 

     




 






















N

k

N

k
N

11
0 ) 

1 
cos  (ln  ) 

22 
12cos  (ln   )(ln

1


N

kγx
N
kγxxH   

さらにこの対数関数の微分を考える。 
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また両式の和をとって、 )(xO N0  の微分方程式が得られる。 

 

  0)(  )(  )( 2)(  21  ' )(  5 " )( )(

)( )(  )( )(  )(  )( )(  21             

 ' )(  5 " )( )(   

22

22







xO xK xJ  xJ  xxO xxO γx

xK xO xJ xO xK xJ xJ  x

xO xxO γx

NNNNNN

NNNNNNN

NN

000000

0000000

00
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これらの式を )(2 xU 10 N の微分方程式に代入して次式が得られる。 
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6. 総括
6. 1　関数
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5  総括 
 5.1  関数 

第一種のチェビシェフ多項式基本型： 
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以上、本稿に現れる関数とその関数の微分方程式をまとめた。 
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