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The Report on Fundamental Style of Chebyshev Polynomials

手代木　琢磨
Takuma Teshirogi

勝間　豊
Yutaka Katuma

Abstract
In our previous paper, the secular equation of quantum chemistry was extended to the 
special determinants, and the determinants are related to the first and the second 
Chebyshev polynomials . In this paper, the fundamental style of Chebyshev polynomials 
are defined, and new functions derived from the fundamental style are discussed.

1. 序　論
前報（手代木＆勝間2016）において、量子化学の単純ヒュッケル法で使われる永年方程式
から誘導される二種類の行列式がチェビシェフの第一種および第二種の多項式と深く関係し
ていることを報告した。現報では第一種および第二種チェビシェフ多項式基本型を定義し、
この基本型から誘導されるいくつかの関数の性質を明らかにする。

2. チェビシェフ多項式基本型の定義
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例えば第一種のチェビシェフ多項式基本型 )(xT N0  は次のようになる。ただし 0γ  で、 

この基本型の間には  22  )( 2)( xT  γxT N
NN 020   の関係があり、 12 γ  でも成立する。 
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これらの式を )(xT N0  の微分方程式に代入し次式を得る。ただし Nji 1  である。 
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一方 )( )(  ' )( xF xT xT NNN 000   と   2 )(  ' )( )( " )( xF xFxT xT NNNN 0000   を 
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この式をもう一度微分してさらに整理すると 
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ここから )(xFN0  の微分方程式は次式のようにも表される。 
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3.2  第二種のチェビシェフ多項式基本型拡張関数の微分方程式 
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さらにこの対数関数の微分を考える。 
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一方 )(xFN0  の微分方程式を利用すると、 )( xF 10 N  の微分方程式は次式となり、 
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   )( )()( 2 xU   γxU    xxT NNN 20120220    を代入して、次式を得る。 
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さらに )(xP N0  も容易に求めることができる。 
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となり、 )(xKN0  を用いて整理すると、次式になるので、 
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また両式の和をとって、 )(xO N0  の微分方程式が得られる。 
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)(xQ N0  の場合は )(xH N0  の微分方程式と )(  ) 1( 2 )( xH N xQ 1200  NN とから、 
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これらの式を )(2 xU 10 N の微分方程式に代入して次式が得られる。 
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6. 総括
6. 1 関数
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6. 2 微分方程式

21 
 

 
  0)(  ) 32 )( 12 (  ' )(   )(  2  " )(  ) ( 

)(  ) 32 )( 12 (  ' )(   3)(  )( 2  " )(  ) ( 

)(  3)2 )( 12 (                        

' )(  3 ' )( 
)(
' )(

   )( 2 " )(  ) (    

22

2222

2222

















xK NNxK  xxQ xK γx

xK NNxK  xxO γxxK γx

xK NN

xK xxK 
xK 
xK 

γxxK γx

NNNN

NNNN

N

NN
N

N
N

0000

0000

0

00
0

0
0

 xxK xL  2 )( )(  NN 00  の微分方程式は )(xK N0  の微分方程式と、 

 xK xL    ,xK xL   0 " )( " )( 2 ' )(  ' )(  NNNN 0000 を利用し、次式となる。 

 

0 ) 1 (  8  )(  4 )(  3)2 )( 12 (           

 ' )(   )(  2  " )(  ) (

2

22





xNxQ xL NN

xL  xxQ xL γx

NN

NNN

00

000
 

 
5  総括 
 5.1  関数 

第一種のチェビシェフ多項式基本型： 


 



N

k
N

1
0 ) 2 (      

2
12 cos 2)( )(1 N

N
kγxxT N    

第二種のチェビシェフ多項式基本型： ) 2 (        
1

cos   2   )( )( 


 


N
N

kγxxU N
N

k
N

1
0   

)(1 xT N0  と )(xU N0  との比   ：  
)(
)(

)( 1

xU 
xT xH 

N

N
N

0

0
0

  

)(xT N0  の対数関数の微分係数   ： 
 




N

k
N

10

0
0 )(   

2
12 cos  

1 
)(
' )(

 )(  


N
kγxxT 

xT xF
N

N  

)(xU N0  の対数関数の微分係数  ： 






N

k
N

10

0
0 )(  

1
cos  

1 
)(
' )(

)(


N 
kγxxU 

xU xG 
N

N  

)(xT N0  の関連関数 )(1 XT 
N0    ：  



 





N

k
N

1
0 )  

2
1  ,  2 (    

2
12 cos 

1)( )(1 NkN

N
kγ

XXT 


 

)(xU N0  の関連関数 )(1 XU 
N0   ：  )   

2
1 ,  2 (      

1
cos 

1 )( )(1 







 Nk N

N
kγ

XXU
N

k
N

1
0


 

)(1 XT 
N0  の関連関数 )(1 XV 

N0  ：  


 





N

k

Nk
γ
N

k

YYV 
1

)  
2

1  (2
12 tan

   )(      )(


1
0 N  

22 
 

)(1 XU 
N0  の関連関数 )(YW 1

0

N ： 



 


N

k

Nk
γ

N
k

YYW 
1

) 
2

1 (  1 
tan 

 )(     )(


1
0 N  

)(1 xF N 0  と )(xG N0  との差  ：    
)( 
 ' )(

 )(  )(  )(
xF

xFxGxF xJ 
10

10
0100




 

N

N
NNN  

)(1 xF N 0  と )(xG N0  との和  ： 
)(
' )( 

)(   )(  )(  )( 
xK 
xK xG xG xF xO 

N

N
NNNN

0

0
1200100    

)(xJ N0  の関連関数 )(xK N0   ： 
)(  )(

) 1(     )(  ) (  )(
1)2(

22

xU xT 
γNxxJ γxxK 

N

NN
NN

010
00 








 

)(xJ N0  の関連関数  )(xL N0   ：   xxJ γxxL    )(  ) ( )( 22  NN 00  

)(xO N0  の関連関数 )(xP N0   ：   xxO γxxP    )(  ) ( )( 22  NN 00  

)(xO N0  の関連関数 )(xQ N0   ： )(  ) 1( 2  )(  ) ( )( 22 xH N xxO γxxQ 12000  NNN  

5.2  微分方程式 

)(xT N0  の微分方程式    ：  0 )(    ' )(    
 

  " )(   ) 1 ( 2

2

22

2

 xT
γ
NxT

γ
xxT

γ
x

NNN 000  

)(xU N0  の微分方程式    ： 0 )(  2)( ' )(  3 " )(  ) 1 ( 222

2




 xU
γ
NNxU

γ
xxU

γ
x

NNN 000  

)(xH N0  の微分方程式  ：
 

  0   ) 1( 2 )(                                                   
' )(     )(   ) 1( 2 " )(   )  ( 22




xNxH
xHxxHNxHγx

N

NNN

0

000  

)(1 xF N0  の微分方程式 ：

  0)(  )(  )( 2)(  2 1             

 ' )(  5 " )( )( 22









xF xF xK  xJ x

xF xxF γx

101000

1010

NNNN

NN
 

)(xG N0  の微分方程式  ： 

  0)(  )( )( 2)( 21           

' )(  5 " )( )( 22





xG xG xK  xJ x 

xG xxG γx

NNNN

NN

0000

00
 

)(1 XT 
N0 の微分方程式  ：

0)(   ) 1 (                                                                

' )( } 1 12) 1 ( 2 {" )(   ) 1 (

0

0202
2












XTNN

XT 
Xγ

NX NXT
γ

X

1

11

N

NN  

)(1 XU 
N0 の微分方程式  ： 

0)( ) 1 (                                                                

' )(112)  1 ( 2" )(   ) 1 ( 22
2





















XUNN

XU 
Xγ

NXNXU
γ

X

1
0

1
0

1
0

N

NN
 

22 
 

)(1 XU 
N0  の関連関数 )(YW 1

0

N ： 



 


N

k

Nk
γ

N
k

YYW 
1

) 
2

1 (  1 
tan 

 )(     )(


1
0 N  

)(1 xF N 0  と )(xG N0  との差  ：    
)( 
 ' )(

 )(  )(  )(
xF

xFxGxF xJ 
10

10
0100




 

N

N
NNN  

)(1 xF N 0  と )(xG N0  との和  ： 
)(
' )( 

)(   )(  )(  )( 
xK 
xK xG xG xF xO 

N

N
NNNN

0

0
1200100    

)(xJ N0  の関連関数 )(xK N0   ： 
)(  )(

) 1(     )(  ) (  )(
1)2(

22

xU xT 
γNxxJ γxxK 

N

NN
NN

010
00 








 

)(xJ N0  の関連関数  )(xL N0   ：   xxJ γxxL    )(  ) ( )( 22  NN 00  

)(xO N0  の関連関数 )(xP N0   ：   xxO γxxP    )(  ) ( )( 22  NN 00  

)(xO N0  の関連関数 )(xQ N0   ： )(  ) 1( 2  )(  ) ( )( 22 xH N xxO γxxQ 12000  NNN  

5.2  微分方程式 

)(xT N0  の微分方程式    ：  0 )(    ' )(    
 

  " )(   ) 1 ( 2

2

22

2

 xT
γ
NxT

γ
xxT

γ
x

NNN 000  

)(xU N0  の微分方程式    ： 0 )(  2)( ' )(  3 " )(  ) 1 ( 222

2




 xU
γ
NNxU

γ
xxU

γ
x

NNN 000  

)(xH N0  の微分方程式  ：
 

  0   ) 1( 2 )(                                                   
' )(     )(   ) 1( 2 " )(   )  ( 22




xNxH
xHxxHNxHγx

N

NNN

0

000  

)(1 xF N0  の微分方程式 ：

  0)(  )(  )( 2)(  2 1             

 ' )(  5 " )( )( 22









xF xF xK  xJ x

xF xxF γx

101000

1010

NNNN

NN
 

)(xG N0  の微分方程式  ： 

  0)(  )( )( 2)( 21           

' )(  5 " )( )( 22





xG xG xK  xJ x 

xG xxG γx

NNNN

NN

0000

00
 

)(1 XT 
N0 の微分方程式  ：

0)(   ) 1 (                                                                

' )( } 1 12) 1 ( 2 {" )(   ) 1 (

0

0202
2












XTNN

XT 
Xγ

NX NXT
γ

X

1

11

N

NN  

)(1 XU 
N0 の微分方程式  ： 

0)( ) 1 (                                                                

' )(112)  1 ( 2" )(   ) 1 ( 22
2





















XUNN

XU 
Xγ

NXNXU
γ

X

1
0

1
0

1
0

N

NN
 



Sanno University Bulletin Vol. 38 No. 1 September 2017

27

22 
 

)(1 XU 
N0  の関連関数 )(YW 1

0

N ： 



 


N

k

Nk
γ

N
k

YYW 
1

) 
2

1 (  1 
tan 

 )(     )(


1
0 N  

)(1 xF N 0  と )(xG N0  との差  ：    
)( 
 ' )(

 )(  )(  )(
xF

xFxGxF xJ 
10

10
0100




 

N

N
NNN  

)(1 xF N 0  と )(xG N0  との和  ： 
)(
' )( 

)(   )(  )(  )( 
xK 
xK xG xG xF xO 

N

N
NNNN

0

0
1200100    

)(xJ N0  の関連関数 )(xK N0   ： 
)(  )(

) 1(     )(  ) (  )(
1)2(

22

xU xT 
γNxxJ γxxK 

N

NN
NN

010
00 








 

)(xJ N0  の関連関数  )(xL N0   ：   xxJ γxxL    )(  ) ( )( 22  NN 00  

)(xO N0  の関連関数 )(xP N0   ：   xxO γxxP    )(  ) ( )( 22  NN 00  

)(xO N0  の関連関数 )(xQ N0   ： )(  ) 1( 2  )(  ) ( )( 22 xH N xxO γxxQ 12000  NNN  

5.2  微分方程式 

)(xT N0  の微分方程式    ：  0 )(    ' )(    
 

  " )(   ) 1 ( 2

2

22

2

 xT
γ
NxT

γ
xxT

γ
x

NNN 000  

)(xU N0  の微分方程式    ： 0 )(  2)( ' )(  3 " )(  ) 1 ( 222

2




 xU
γ
NNxU

γ
xxU

γ
x

NNN 000  

)(xH N0  の微分方程式  ：
 

  0   ) 1( 2 )(                                                   
' )(     )(   ) 1( 2 " )(   )  ( 22




xNxH
xHxxHNxHγx

N

NNN

0

000  

)(1 xF N0  の微分方程式 ：

  0)(  )(  )( 2)(  2 1             

 ' )(  5 " )( )( 22









xF xF xK  xJ x

xF xxF γx

101000

1010

NNNN

NN
 

)(xG N0  の微分方程式  ： 

  0)(  )( )( 2)( 21           

' )(  5 " )( )( 22





xG xG xK  xJ x 

xG xxG γx

NNNN

NN

0000

00
 

)(1 XT 
N0 の微分方程式  ：

0)(   ) 1 (                                                                

' )( } 1 12) 1 ( 2 {" )(   ) 1 (

0

0202
2












XTNN

XT 
Xγ

NX NXT
γ

X

1

11

N

NN  

)(1 XU 
N0 の微分方程式  ： 

0)( ) 1 (                                                                

' )(112)  1 ( 2" )(   ) 1 ( 22
2





















XUNN

XU 
Xγ

NXNXU
γ

X

1
0

1
0

1
0

N

NN
 

23 
 

)(1 XV 
N0 の微分方程式   ： 

0)  (  )  1 (                                                            

 ' )  ( )  1 ( 2 " )  (  ) 1 (

0

002
2









YV NN

YV  YNYV 
γ

Y

1

11

N

NN
 

)(YW 1
0


N の微分方程式 ：

0)  (  )  1 (                                                                

 ' )  (}  1 
 

1 )  1 ( { 2 " )  (  ) 1 ( 22
2









YWNN

YW  
Y γ 

YNYW 
γ

Y

1
0

1
0

1
0

N

NN
 

)(xJ N0  の微分方程式  ：  

  0 )(   )(                                                       

  )(  )( )(  )( 2   1             

 ' )(  5 " )( )(

2

22







xK xO 

xJ xK xJ xJ  x 

xJ xxJ γx

NN

NNNN

NN

00

0000

00

 

)(xO N0  の微分方程式  ： 

  0)(  )(  )( 2)(  21             

 ' )(  5 " )( )( 22





xO xK xJ  xJ  x

xO xxO γx

NNNN

NN

0000

00
 

)(xK N0  の微分方程式  ： 
 

 0)(  ) 32 )( 12 (          

 ' )(   )(  2  " )(  ) ( 22





xK NN

xK  xxQ xK γx

N

NNN

0

000
 

)(xL N0 の微分方程式  ：  
 

0 ) 1 (  8  )(  4 )(  3)2 )( 12 (          

 ' )(   )(  2  " )(  ) (

2

22





xNxQ xL NN

xL  xxQ xL γx

NN

NNN

00

000
 

)(xP N0 の微分方程式  ：  
 

  0   2)( 8 )(  3                                              

 ' )(     5 )(   2 " )(   )  ( 22





xNNxP

xPxxPxPγx

N

NNN

0

000
 

)(xQ N0 の微分方程式  ：  
 

  0   1)( 8 )(                                               

 ' )(     )(   2 " )(   )  (

2

22





xNxQ

xQxxQxQγx

N

NNN

0

000
 

以上、本稿に現れる関数とその関数の微分方程式をまとめた。 
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